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1 Bài toán mở đầu

Bài toán 1. Cho số nguyên dương 𝑛 và các số thực 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ (0, 𝜋
2 ) thỏa mãn

tan(𝑎0 − 𝜋
4 ) + tan(𝑎1 − 𝜋

4 ) + ⋯ + tan(𝑎𝑛 − 𝜋
4 ) ≥ 𝑛 − 1. (1)

Chứng minh rằng
tan 𝑎0 tan 𝑎1 ⋯ tan 𝑎𝑛 ≥ 𝑛𝑛+1. (2)

Thoạt nhìn, giả thiết là một bất đẳng thức về tổng, trong khi kết luận lại là một
bất đẳng thức về tích. Cầu nối giữa hai dạng này không nằm ở những đánh giá
riêng lẻ đối với từng góc, mà nằm trong chính cấu trúc của công thức tang hiệu.
Đặc biệt, góc 𝜋

4 tạo ra hằng số 1, nhờ đó biểu thức lượng giác được đưa về một
phân thức bậc nhất rất cân đối.

2 Phép chuẩn hóa chủ đạo

Đặt 𝑡𝑖 = tan 𝑎𝑖. Vì 𝑎𝑖 ∈ (0, 𝜋
2 ), ta có 𝑡𝑖 > 0. Công thức tang hiệu cho

tan(𝑎𝑖 − 𝜋
4 ) = 𝑡𝑖 − 1

𝑡𝑖 + 1 = 1 − 2
1 + 𝑡𝑖

. (3)

Do đó, nếu đặt
𝑢𝑖 = 1

1 + 𝑡𝑖
= 1

1 + tan 𝑎𝑖
,

thì 0 < 𝑢𝑖 < 1, đồng thời giả thiết (1) tương đương với
𝑛

∑
𝑖=0

(1 − 2𝑢𝑖) ≥ 𝑛 − 1,

𝑛 + 1 − 2
𝑛

∑
𝑖=0

𝑢𝑖 ≥ 𝑛 − 1,
𝑛

∑
𝑖=0

𝑢𝑖 ≤ 1. (4)

Mặt khác,
𝑡𝑖 = 1 − 𝑢𝑖

𝑢𝑖
. (5)

Như vậy, toàn bộ phần lượng giác đã được tách khỏi bài toán. Điều còn lại là
một bất đẳng thức đại số trên các số dương có tổng không vượt quá 1.

Bổ đề 1 (Bổ đề tích trên đơn hình). Cho số nguyên dương 𝑛 và các số 𝑢0, 𝑢1, … , 𝑢𝑛 >
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0 thỏa mãn 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 ≤ 1. Khi đó
𝑛

∏
𝑖=0

1 − 𝑢𝑖
𝑢𝑖

≥ 𝑛𝑛+1. (6)

Lời giải. Với mỗi 𝑖 ∈ {0, 1, … , 𝑛}, từ giả thiết ta có

1 − 𝑢𝑖 ≥ ∑
0≤𝑗≤𝑛

𝑗≠𝑖

𝑢𝑗.

Áp dụng bất đẳng thức AM–GM cho 𝑛 số dương ở vế phải, suy ra

1 − 𝑢𝑖 ≥ 𝑛
𝑛

√√√
⎷

∏
0≤𝑗≤𝑛

𝑗≠𝑖

𝑢𝑗. (7)

Nhân 𝑛 + 1 bất đẳng thức (7), ứng với 𝑖 = 0, 1, … , 𝑛, ta được

𝑛
∏
𝑖=0

(1 − 𝑢𝑖) ≥ 𝑛𝑛+1 ⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑛
∏
𝑖=0

∏
0≤𝑗≤𝑛

𝑗≠𝑖

𝑢𝑗
⎞⎟⎟⎟
⎠

1/𝑛

= 𝑛𝑛+1 (
𝑛

∏
𝑗=0

𝑢𝑛
𝑗 )

1/𝑛

= 𝑛𝑛+1
𝑛

∏
𝑗=0

𝑢𝑗.

Chia hai vế cho tích dương ∏𝑛
𝑗=0 𝑢𝑗, ta thu được (6).

Phép nhân ở trên là điểm quan trọng nhất của chứng minh: mỗi 𝑢𝑗 bị loại khỏi
đúng một tích và xuất hiện trong đúng 𝑛 tích còn lại. Số mũ 𝑛 này triệt tiêu với
căn bậc 𝑛, còn hệ số 𝑛 của AM–GM xuất hiện 𝑛 + 1 lần, tạo thành 𝑛𝑛+1.

3 Hai lời giải của bài toán

3.1 Lời giải thứ nhất: đưa về bổ đề đại số

Từ (4), các số 𝑢0, 𝑢1, … , 𝑢𝑛 thỏa mãn điều kiện của Bổ đề 1. Kết hợp (5) và (6), ta
có

tan 𝑎0 tan 𝑎1 ⋯ tan 𝑎𝑛 =
𝑛

∏
𝑖=0

1 − 𝑢𝑖
𝑢𝑖

≥ 𝑛𝑛+1.

Vậy (2) được chứng minh.
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3.2 Lời giải thứ hai: sử dụng trực tiếp biến đối xứng

Đặt
𝑥𝑖 = tan(𝑎𝑖 − 𝜋

4 ) (𝑖 = 0, 1, … , 𝑛).

Do 𝑎𝑖 − 𝜋
4 ∈ (−𝜋

4 , 𝜋
4 ), ta có −1 < 𝑥𝑖 < 1. Giả thiết (1) trở thành

𝑥0 + 𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛 ≥ 𝑛 − 1. (8)

Từ công thức tang hiệu,
𝑥𝑖 = tan 𝑎𝑖 − 1

tan 𝑎𝑖 + 1,

nên
tan 𝑎𝑖 = 1 + 𝑥𝑖

1 − 𝑥𝑖
. (9)

Với mỗi chỉ số 𝑖, bất đẳng thức (8) cho

𝑥𝑖 ≥ 𝑛 − 1 − ∑
0≤𝑗≤𝑛

𝑗≠𝑖

𝑥𝑗,

1 + 𝑥𝑖 ≥ ∑
0≤𝑗≤𝑛

𝑗≠𝑖

(1 − 𝑥𝑗).

Vì 1 − 𝑥𝑗 > 0, áp dụng AM–GM cho 𝑛 số ở vế phải, ta được

1 + 𝑥𝑖 ≥ 𝑛
𝑛

√√√
⎷

∏
0≤𝑗≤𝑛

𝑗≠𝑖

(1 − 𝑥𝑗). (10)

Nhân (10) theo tất cả các chỉ số 𝑖, rồi sử dụng đúng quy luật đếm số lần xuất
hiện như trong chứng minh Bổ đề 1, ta suy ra

𝑛
∏
𝑖=0

(1 + 𝑥𝑖) ≥ 𝑛𝑛+1
𝑛

∏
𝑖=0

(1 − 𝑥𝑖).

Vì 1 − 𝑥𝑖 > 0, chia hai vế cho ∏𝑛
𝑖=0(1 − 𝑥𝑖) và dùng (9), ta có

𝑛
∏
𝑖=0

tan 𝑎𝑖 =
𝑛

∏
𝑖=0

1 + 𝑥𝑖
1 − 𝑥𝑖

≥ 𝑛𝑛+1.

Hai lời giải thực chất là hai cách nhìn của cùng một phép chuẩn hóa, bởi

𝑢𝑖 = 1 − 𝑥𝑖
2 .

Biến 𝑥𝑖 ∈ (−1, 1) làm nổi bật tính đối xứng của phân thức 1 + 𝑥𝑖
1 − 𝑥𝑖

, còn biến 𝑢𝑖 ∈ (0, 1)
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làm nổi bật điều kiện tổng ∑ 𝑢𝑖 ≤ 1.

4 Phân tích chính xác dấu bằng

4.1 Trường hợp 𝑛 ≥ 2
Trong chứng minh của Bổ đề 1, dấu bằng đòi hỏi trước hết

𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 = 1. (11)

Đồng thời, với mỗi 𝑖, dấu bằng trong AM–GM ở (7) đòi hỏi các số 𝑢𝑗 với 𝑗 ≠ 𝑖 bằng
nhau. Vì có ít nhất ba biến, các điều kiện này suy ra

𝑢0 = 𝑢1 = ⋯ = 𝑢𝑛 = 1
𝑛 + 1.

Theo (5),
tan 𝑎0 = tan 𝑎1 = ⋯ = tan 𝑎𝑛 = 𝑛.

Do các góc đều thuộc (0, 𝜋
2 ), dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi

𝑎0 = 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑛 = arctan𝑛.

4.2 Trường hợp biên 𝑛 = 1

Đây là trường hợp cần được tách riêng. Đặt 𝛼 = 𝑎0 − 𝜋
4 và 𝛽 = 𝑎1 − 𝜋

4 . Khi đó
𝛼, 𝛽 ∈ (−𝜋

4 , 𝜋
4 ), nên cos𝛼cos𝛽 > 0, và

tan𝛼 + tan𝛽 = sin(𝛼 + 𝛽)
cos𝛼cos𝛽 .

Vì 𝛼 + 𝛽 ∈ (−𝜋
2 , 𝜋

2 ), giả thiết tan𝛼 + tan𝛽 ≥ 0 tương đương với

𝛼 + 𝛽 ≥ 0 ⟺ 𝑎0 + 𝑎1 ≥ 𝜋
2 .

Hàm tang đồng biến trên (0, 𝜋
2 ), do đó

tan 𝑎1 ≥ tan(𝜋
2 − 𝑎0) = 1

tan 𝑎0
.

Suy ra tan 𝑎0 tan 𝑎1 ≥ 1. Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi

𝑎0 + 𝑎1 = 𝜋
2 .
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Như vậy, khi 𝑛 = 1, dấu bằng không chỉ xảy ra tại 𝑎0 = 𝑎1 = 𝜋
4 , mà xảy ra với mọi

cặp góc dương có tổng bằng 𝜋
2 . Đây là chi tiết dễ bị bỏ sót nếu áp dụng máy

móc điều kiện dấu bằng của trường hợp 𝑛 ≥ 2.

5 Dạng đại số tổng quát và các bài toán liên quan

Định lý 1 (Dạng đại số tổng quát). Cho số nguyên𝑚 ≥ 2 và các số dương 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑚
thỏa mãn 𝑚

∑
𝑖=1

1
1 + 𝑡𝑖

≤ 1.

Khi đó
𝑡1𝑡2 ⋯ 𝑡𝑚 ≥ (𝑚 − 1)𝑚.

Nếu 𝑚 ≥ 3, dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 𝑡1 = 𝑡2 = ⋯ = 𝑡𝑚 = 𝑚 − 1. Nếu 𝑚 = 2,
dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 𝑡1𝑡2 = 1.

Lời giải. Đặt 𝑢𝑖 = 1
1 + 𝑡𝑖

. Khi đó 𝑡𝑖 = 1 − 𝑢𝑖
𝑢𝑖

và ∑𝑚
𝑖=1 𝑢𝑖 ≤ 1. Áp dụng Bổ đề 1 với

𝑛 = 𝑚 − 1, ta được ngay kết luận. Điều kiện dấu bằng đã được phân tích trong
Mục 4.
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Định lý 1 cho thấy Bài toán 1 là một biểu hiện lượng giác của một nguyên lý đại
số: nếu tổng các đại lượng 1

1 + 𝑡𝑖
không vượt quá 1, thì tích các 𝑡𝑖 không thể quá

nhỏ.

Bài toán 2 (Trường hợp ba biến). Cho 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 thỏa mãn

𝑥 − 1
𝑥 + 1 + 𝑦 − 1

𝑦 + 1 + 𝑧 − 1
𝑧 + 1 ≥ 1.

Chứng minh rằng 𝑥𝑦𝑧 ≥ 8.

Lời giải. Đặt
𝑢 = 1

1 + 𝑥, 𝑣 = 1
1 + 𝑦 , 𝑤 = 1

1 + 𝑧 .

Giả thiết tương đương với 𝑢 + 𝑣 + 𝑤 ≤ 1. Bởi vậy,

1 − 𝑢 ≥ 𝑣 + 𝑤 ≥ 2√𝑣𝑤,
1 − 𝑣 ≥ 𝑤 + 𝑢 ≥ 2√𝑤𝑢,
1 − 𝑤 ≥ 𝑢 + 𝑣 ≥ 2√𝑢𝑣.

Nhân ba bất đẳng thức trên, ta được

(1 − 𝑢)(1 − 𝑣)(1 − 𝑤) ≥ 8𝑢𝑣𝑤.

Do đó
𝑥𝑦𝑧 = (1 − 𝑢)(1 − 𝑣)(1 − 𝑤)

𝑢𝑣𝑤 ≥ 8.

Dấu bằng xảy ra khi 𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 1
3 , tương đương với 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 2.

Bài toán 3 (Một hệ quả lượng giác bốn biến). Cho 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ (0, 𝜋
2 ) thỏa mãn

tan(𝑎 − 𝜋
4 ) + tan(𝑏 − 𝜋

4 ) + tan(𝑐 − 𝜋
4 ) + tan(𝑑 − 𝜋

4 ) ≥ 2.

Chứng minh rằng
tan 𝑎 tan 𝑏 tan 𝑐 tan 𝑑 ≥ 81.

Lời giải. Đây là trường hợp 𝑛 = 3 của Bài toán 1. Thật vậy, đặt 𝑡1 = tan 𝑎, 𝑡2 =
tan 𝑏, 𝑡3 = tan 𝑐, 𝑡4 = tan 𝑑. Công thức (3) biến giả thiết thành

1
1 + 𝑡1

+ 1
1 + 𝑡2

+ 1
1 + 𝑡3

+ 1
1 + 𝑡4

≤ 1.

Theo Định lý 1,
𝑡1𝑡2𝑡3𝑡4 ≥ (4 − 1)4 = 81.

Dấu bằng xảy ra khi tan 𝑎 = tan 𝑏 = tan 𝑐 = tan 𝑑 = 3, hay 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = arctan 3.
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6 Bình luận về phương pháp

1. Vai trò của góc 𝜋/4. Vì tan 𝜋
4 = 1, công thức tang hiệu tạo ra phân thức 𝑡 − 1

𝑡 + 1 .

Phân thức này lại viết được thành 1 − 2
1 + 𝑡 , đúng dạng cần thiết để chuyển

giả thiết thành điều kiện tổng không vượt quá 1.

2. Không được đánh giá riêng từng biến. Từ 𝑥0 + 𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛 ≥ 𝑛 − 1, không
thể suy ra 𝑥𝑖 ≥ 𝑛 − 1

𝑛 + 1 với mọi 𝑖. Chứng minh đúng phải khai thác đồng thời
tất cả các biến, cụ thể là tách từng 𝑥𝑖, áp dụng AM–GM cho 𝑛 biến còn lại rồi
nhân các bất đẳng thức.

3. Vì sao không nên áp dụng Jensen trực tiếp? Nếu xét 𝑓(𝑥) = ln 1 + 𝑥
1 − 𝑥 trên

(−1, 1), thì
𝑓″(𝑥) = 4𝑥

(1 − 𝑥2)2 .

Đạo hàm cấp hai đổi dấu tại 𝑥 = 0, nên 𝑓 không lồi trên toàn khoảng (−1, 1).
Bởi vậy, một lập luận Jensen trực tiếp trên các 𝑥𝑖 sẽ không hợp lệ nếu chưa
có thêm điều kiện bảo đảm 𝑥𝑖 ≥ 0.

4. Luôn kiểm tra trường hợp ít biến. Khi 𝑛 = 1, mỗi lần áp dụng AM–GM chỉ
có một số hạng, nên không xuất hiện điều kiện các biến phải bằng nhau. Đây
chính là nguyên nhân khiến tập hợp trường hợp dấu bằng rộng hơn trường
hợp 𝑛 ≥ 2.

7 Kết luận

Bài toán mở đầu là một ví dụ điển hình cho việc một phép đổi biến phù hợp có
thể làm lộ cấu trúc đại số ẩn sau biểu thức lượng giác. Hai lựa chọn

𝑥𝑖 = tan(𝑎𝑖 − 𝜋
4 ) và 𝑢𝑖 = 1

1 + tan 𝑎𝑖

không cạnh tranh với nhau mà bổ sung cho nhau: biến 𝑥𝑖 giữ được hình dáng
đối xứng của công thức tang, còn biến 𝑢𝑖 đưa bài toán về một đơn hình và làm
cho phép áp dụng AM–GM trở nên tự nhiên. Quan trọng hơn, việc theo dõi đầy
đủ điều kiện dấu bằng cho thấy trường hợp 𝑛 = 1 cần được xử lý riêng. Đây là
một thói quen cần thiết khi trình bày lời giải bất đẳng thức một cách chặt chẽ.

— HẾT —
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